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Resumo

A presente pesquisa contemplou uma análise sistemática e detalhada da dependência
paramétrica das equações da difusão unidimensional e do calor bidimensional, ambas na
variável espacial, por meio de integração numérica com o emprego do método das dife-
renças �nitas. Foram analisados os efeitos dos parâmetros relacionados à heterogeneidade
do meio, velocidade do �uxo e coe�ciente de dispersão na variação da concentração de
um soluto em função da distância e do tempo em dois cenários abordados na literatura,
sendo um deles de dispersão espacialmente dependente em meio heterogêneo com �uxo
instável e outro de dispersão temporalmente dependente em meio homogêneo com �uxo
uniforme, ambos considerando a existência de uma fonte emissora do tipo pulso, a qual é
desativada após um determinado período de tempo. Após validação do método numérico
por meio da comparação com solução analítica abordada na literatura, �cou evidente que
há uma faixa de intervalo para cada parâmetro cuja integração numérica converge para
uma solução estável, e que de modo geral, quando a fonte está ativada, maiores valores
dos parâmetros implicam em maiores níveis de concentração, exceto para o parâmetro
de heterogeneidade do meio bem próximo à fonte emissora, em que menores valores im-
plicam em maiores concentrações. Com a fonte desativada, por sua vez, as in�uências
dos três parâmetros são muito semelhantes, sendo veri�cado que valores mais elevados
dos três parâmetros implicam em concentrações menores nas proximidades da fonte e
maiores após uma determinada distância onde há um pico de máxima concentração. As
simulações realizadas para a equação do calor, por sua vez, após validação do método
por meio de comparação com um código desenvolvido no software Matlab, evidenciaram
que menores valores dos parâmetros de condutividade térmica e densidade implicam em
maiores variações de temperatura em função do tempo.

Palavras-chaves: Equação da difusão; diferenças �nitas; dispersão de soluto; equação
do calor.



Abstract

The present research contemplated a systematic and detailed analysis of the para-
metric dependence of the one-dimensional advection-di�usion and the two-dimensional
heat equations, both on the spatial variable, by numerical integration with the use of
�nite di�erence method. The e�ects of the parameters related to medium heterogeneity,
�ow velocity and dispersion coe�cient on a solute concentration variation as function of
distance and time were analysed for two scenarios reported in the literature, spatially de-
pendent dispersion through non-homogeneous medium with unstable �ow, and temporally
dependent dispersion through homogeneous medium with uniform �ow, both considering
the existence of a pulse-type emitting source, which is removed after a certain period of
time. After validating the numerical method comparing it with an analytical solution
reported in the literature, it was evidenced that there is an interval range for each pa-
rameter where the numerical integration converges to a stable solution and that when the
source is activated, larger values of the parameters yields to larger concentration levels,
except for the medium heterogeneity parameter very close to the emitting source, where
lower values yields to larger concentrations. With the source deactivated, in turn, the
in�uences of the three parameters are very similar, being veri�ed that higher values of the
three parameters yields to lower concentrations in the proximities of the source and higher
concentrations in distances larger than where there is a peak of maximum concentration.
The simulations performed for the heat equation, in turn, after the method validation by
comparing it with a code developed in the software Matlab, showed that lower values of
parameters related to theramal conductivity and density yields to a greater variation of
temperature as function of time.

Keywords: Adection-di�usion equation; �nite di�erences; solute dispersion; heat equa-
tion.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Revisão Bibliográ�ca

Considerando que a maior causa da degradação de recursos ambientais como ar, solo e

águas super�ciais e subterrâneas é decorrente da emissão de poluentes de fontes naturais

e antropogênicas, como vulcões, indústrias e re�narias, foram desenvolvidos modelos ba-

seados na equação da difusão, a qual é utilizada para descrever os níveis de concentração

da massa de um poluente de interesse em um determinado ponto e em um determinado

tempo (SINGH et al., 2015).

Levando-se em conta que os efeitos da velocidade em que o poluente é carreado e

a maneira como o mesmo é disperso na variação da concentração, a equação da difusão,

descrita de modo simpli�cado na Equação 1.1, possui importância em diversas áreas como

ciências ambientais, biociências, engenharia química e hidrologia (adaptado de AHMED

et al., 2017).

∂C

∂t
=

∂

∂x

(
D(x, t)

∂C

∂x
− u(x, t) C

)
(1.1)

sendo:

C = concentração;

x = Distância;

t = Tempo;

u = Velocidade em que o poluente é carreado;

D = Coe�ciente relacionado à dispersão.
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A equação pode ser adaptada para o meio em que a substância de interesse está

sendo dispersa, devendo sempre ser levados em conta a intensidade da fonte emissora, a

concentração inicial e fatores como velocidade, densidade, pressão e viscosidade (adaptado

de LORA, 2002; MOHAMMADMORADI et al., 2018).

Existem diversos métodos para resolução da equação da difusão abordados na litera-

tura, envolvendo tanto técnicas analíticas quanto numéricas e associações entre as mesmas,

além de modelos comerciais existentes como AERMOD abordados em Barbon (2008),

DAUMOD e Industrial Source Complex (ISC) abordados em Mazzeo e Venegas (2008).

Cassol et al. (2009) apresentam uma solução analítica utilizando transiente de disper-

são bidimensional de poluentes atmosféricos aplicando técnicas de transformação integral

generalizada, uma expansão em série, para a solução de equações diferenciais parciais.

Nesse estudo, a técnica foi associada a transformadas de Laplace e à diagonalização de

matrizes, demonstrando boa concordância com experimentos realizados em Copenhague

por Gryning, S.E. e Lucky, E. (1984), cujos dados foram utilizados para validação dos

resultados.

Trabalho similar ao Cassol et al. (2009) foi desenvolvido por Costa et al. (2012), que

resolvem a equação da difusão para três dimensões analiticamente por meio da combi-

nação da técnica da transformada de Laplace com a técnica de transformação integral

generalizada por meio da discretização da altura da Camada Limite Planetária (CLP) em

n subintervalos, sendo calculado um valor médio para o coe�ciente de difusividade e para

a velocidade do vento em cada sub-região.

Kumar et al. (2010) apresentam uma solução analítica para a equação da difusão unidi-

mensional considerando três cenários de dispersão de soluto com fonte emissora contínua,

sendo eles através de meio heterogêneo em �uxo estacionário, temporalmente dependente

ao longo de �uxo uniforme em meio homogêneo, e temporalmente dependente em �uxo

instável através de meio heterogêneo. Os autores empregam a técnica da transformada de

Laplace para estimativa da concentração a partir dos coe�cientes relacionados à dispersão,

velocidade do �uxo e heterogeneidade do meio, e realizam uma investigação da dependên-

cia espacial e temporal na dispersão da concentração, concluindo que a atenuação tende

a ser mais rápida em meios heterogêneos e em �uxo estacionário.

Jaiswal et al. (2009), por sua vez, empregam a técnica da transformada de Laplace

para resolução da equação da difusão unidimensional na variável espacial em cenários



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 16

de dispersão temporalmente dependente ao longo de �uxo uniforme e espacialmente de-

pendente ao longo de �uxo não uniforme, ambos considerando a existência de uma fonte

emissora do tipo pulso, a qual é removida após um determinado período de emissão. Os

autores analisam a in�uência da heterogeneidade do meio na variação da concentração do

soluto e demonstram a aplicabilidade do método para casos de avaliação da degradação

de um determinado meio após a remoção de uma fonte de poluição.

Yadav et al. (2012) também utilizam a mesma técnica adotada por Kumar et al.

(2010) e por Jaiswal et al. (2009) para resolução da equação da difusão bidimensional

em cenário de dispersão de soluto considerando que há uma fonte emissora do tipo pulso,

com desativação após um ano. Para o caso em questão, os autores veri�caram que a

técnica da transformada de Laplace por meio da transformação inversa para resolução da

equação diferencial geraram resultados mais realísticos do que a transformação integral

generalizada.

Os mesmos cenários adotados por Kumar et al. (2010), Jaiswal et al. (2009) e Yadav

et al. (2012) também foram adotados por Savovic e Djordjevich (2012, 2013) e Djordje-

vich e Savovic (2013), respectivamente, para resolução numérica da equação da difusão

unidimensional com a utilização do método da diferença �nita explícita, que consiste ba-

sicamente em uma discretização para aproximação da solução através da diferença média

de funções derivativas em um intervalo preestabelecido. Os autores demonstram, através

da comparação com a solução analítica, a e�cácia do método para resolução da equação

com condições iniciais e de contorno arbitrárias.

Santana (2017) também utiliza o método da diferença �nita explícita para avaliação

da dependência paramétrica da equação da difusão unidimensional na variável espacial

no cenário de dispersão espacialmente dependente com fonte emissora do tipo pulso, si-

mulado previamente por Jaiswal et al. (2009) e por Savovic e Djordjevich (2013). No

estudo em questão, foi veri�cada a in�uência dos parâmetros de heterogeneidade do meio,

velocidade do �uxo e coe�ciente de dispersão com a fonte ligada e desligada na variação

da concentração do soluto, sendo veri�cados efeitos similares para os três parâmetros, e

demonstrada boa concordância com a solução analítica existente na literatura para todos

os valores dos parâmetros adotados para a análise.

Pereira et al. (2014) demonstram a viabilidade do emprego de um algoritmo de inte-

gração numérica de passo adaptativo, com código simples e de rápida convergência, para
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resolução da equação da difusão unidimensional utilizando os mesmos dados dos cenários

abordados por Kumar et al. (2010) e por Savovic e Djordjevich (2012), sendo veri�cado

que os resultados são correspondentes aos veri�cados na literatura. O algoritmo em ques-

tão também é aplicado por Pereira (2014) para investigação da in�uência do parâmetro de

heterogeneidade do meio, da in�uência da velocidade do �uxo e do coe�ciente de dispersão

na variação da concentração do soluto em função da distância e do tempo.

Um outro exemplo de método numérico que pode ser utilizado para estudo da equação

da difusão é o método dos volumes �nitos, que consiste na utilização de balanços de massa,

energia e quantidade de movimento para resolução de equações diferencias em um deter-

minado volume do meio considerado contínuo. Kaabeche e Belbaki (2013) demonstram

o emprego da técnica para o desenvolvimento de um modelo de adsorção de soluto em

leito �xo com a introdução de um parâmetro especí�co para quanti�cação da heteroge-

neidade do meio a partir da resolução da equação da difusão unidimensional para análise

da diferença no transporte não-linear de soluto em meios homogêneos e heterogêneos.

Mazaheri et al. (2013) simulam cenários especí�cos com quatro tipos de fonte emissora,

sendo elas do tipo pulso constante, de liberação instantânea, fonte pontual com decaimento

exponencial em relação ao tempo, e várias fontes emissoras com padrões irregulares. Os

autores demonstram que a combinação da técnica da transformada de Laplace com o

princípio da superposição viabilizam a solução da equação da difusão unidimensional com

padrões arbitrários, condição cujas técnicas analíticas geralmente apresentam limitações.

A técnica da transformada de Laplace também é utilizada por Singh et al. (2012),

para avaliação da variação da concentração em um meio semi-in�nito homogêneo em um

�uxo de água subterrânea. No estudo, os autores realizam a investigação da dispersão em

duas situações temporalmente dependente, sendo elas com dispersão considerada variável

sinusoidalmente e exponencialmente crescente, e concluem que quando a concentração de

entrada é considerada temporalmente dependente a solução é mais realística em relação

a uma concentração de entrada considerada uniforme.

Outra técnica frequentemente utilizada para modelagem de dispersão de poluentes é

a Dinâmica de Fluidos Computacional (CFD), que emprega a substituição do domínio

espacial e temporal por um domínio dividido em diversos pontos de uma grade ou células

e níveis temporais para a resolução das equações diferenciais por meio de um algoritmo

especi�cado (PEREIRA, 2014). Embora o método possua diversas vantagens, como a
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representar a in�uência de obstáculos em um campo de velocidade, a técnica apresenta

limitações como o fato de possuir custo computacional elevado e depender de uma con-

�guração extremamente cuidadosa, e de testes especí�cos para cada campo de aplicação,

requerendo a con�guração correta de diversos parâmetros ajustáveis (ANTONIONI et al,

2012).

Em um caso especí�co da equação da difusão é a equação do calor, aplicada à difusão

do calor em sólidos, ocasião em que o coe�ciente D é assumido ser constante e ao invés

do transporte de uma substância de interesse, há um �uxo de energia térmica. A equação

do calor é descrita de modo simpli�cado conforme Equação 1.2 (RIETH et al., 2018).

∂t T = κ ∂xx T (1.2)

sendo:

T = Temperatura;

∂t = Função derivativa temporal de primeira ordem;

∂xx = Função derivativa espacial de segunda ordem;

κ = Condutividade térmica;

t = Tempo.

Rieth et al. (2018) apresentam uma abordagem de discretização espacial para a equa-

ção do calor generalizada de Guyer-Krumhansl (GK) (Eq. 1.3), considerando a existência

de �uxo de calor nas fronteiras da faixa de domínio, com o emprego do método da diferença

�nita baseada no esquema implícito. No estudo, o método é utilizado para aproximação

dos termos relacionados à temperatura (T ) e à produção de calor (q), sendo veri�cada sua

e�cácia e precisão por meio de comparações com soluções analíticas e método do elemento

�nito por meio do software COMSOL v5.3.

τq ∂t q = −κ ∂x T + κ2 ∂xx q (1.3)

sendo:

q = Produção de calor;

τq = Coe�ciente relacionado ao tempo de relaxação.

Pettres et al. (2015) apresentam uma formulação baseada no método dos elementos

de fronteira para o estudo de difusão térmica em meio homogêneo e isotrópico, com base
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na equação do calor bidimensional, sendo contemplada a inclusão de termos relacionados

à dissipação de energia e geração de calor após o emprego do esquema da diferença regres-

siva para funções derivativas de primeira ordem. Os autores empregaram células lineares

triangulares para discretização do domínio, sendo assumida variação constante para de-

rivada temporal da temperatura, e elementos lineares para discretização nas fronteiras,

e veri�caram boa correlação com soluções analíticas para os casos simulados, que abran-

geram equação da difusão clássica, inserção de termo dissipativo e termo não-homogêneo

relacionado à produção de calor.

A equação do calor unidimensional foi resolvida analiticamente por Talaee et al. (2018)

com o emprego de autovalores para modelagem de aquecimento de tecido biológico a

partir de séries de intervalos de pulso e de séries exponenciais de calor. Os autores

observaram que a modelagem com pulsos exponenciais produz resultados muitos similares

aos observados para a série de intervalos e que o pico de temperatura máxima aumenta

em função do aumento no coe�ciente de penetração mesmo quando não há mudança na

temperatura �nal e na energia térmica.

Dubois e Comerçon (2016) apresentam um método que envolve a associação do volume

�nito implícito com uma malha adaptativa re�nada, sendo empregado um código RAM-

SES com passo de tempo adaptativo, para resolução da equação do calor em condição não

isotrópica de modo a avaliar a difusão da energia dos raios cósmicos e a difusão do calor

transmitido por elétrons, que se acopla a estrutura dos íons, e concluem que a condução

ou a difusão não isotópica, juntamente com a temperatura de acoplamento, são relevantes

para vários problemas astrofísicos.

1.2 Importância do estudo e aplicações

As investigações acerca do transporte e da concentração da dispersão de poluentes,

especialmente em área urbana, são fundamentais para proteção da qualidade dos recursos

naturais e da saúde humana. A estimativa da concentração de um poluente atmosférico

no nível do solo, por exemplo, é necessária para determinação do impacto ambiental

das fontes já existentes e avaliação de alternativas para novas localizações e medidas

de controle para minimização dos efeitos adversos da fonte emissora (SAGRADO et al.,

2002).
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Em 1987 foram estabelecidas diretrizes de qualidade do ar pela Organização Mundial

de Saúde (OMS), baseadas em evidências cientí�cas atuais, visando a minimização dos

impactos da poluição atmosférica sobre a saúde humana. O documento teve sua última

atualização realizada no ano de 2005, sendo contemplados padrões de concentração para

ozônio, dióxido de enxofre, dióxido de nitrogênio e material particulado (WHO, 2005).

Ho et al. (2018) realizam um levantamento de todos os casos de parada cardíaca

ocorrida fora de hospitais ao longo dos anos de 2010 a 2015 em Singapura, município

localizado no sudeste da Ásia, região onde é veri�cada uma série de episódios de polui-

ção do ar em grande escala desde 1972, e confrontam com dados de exposição primária

baseada na média de 24 horas de um índice de qualidade do ar desenvolvido a partir de

escala desenvolvida pela EPA � Environmental Protection Agency, Agência de Proteção

Ambiental dos Estados Unidos. Os autores veri�caram uma correlação entre a exposição

primária e o risco de parada cardíadas, que é alta especialmente para pessoas com idade

superior a 65 anos.

Estudo semelhante é desenvolvido por Lin et al. (2013) que realizam uma associações

entre poluentes atmosféricos e mortalidade por infarto agudo no miocárdio em Hong Kong

a partir de coleta de dados diários relacionados a concentrações de material particulado

(PM10), dióxido de nitrogênio (NO2), dióxido de enxofre (SO2), ozônio (O3) e monóxido

de carbono (CO) no período compreendido entre os anos de 1998 e 2010. No estudo, foi

veri�cada uma associação signi�cativa entre aumento nas concentrações de NO2 e SO2, e

mortalidade por infarto no miocárdio.

Bastos et al. (2018), por sua vez, apresentam uma abordagem para estimativa de um

índice denominado �fração de entrada�, que expressa a exposição da população a emissões

atmosféricas, para emissões de material particulado �no (PM2,5) proveniente do tráfego

veicular de Lisboa e comparada com o modelo de um compartimento. Levando-se em

conta a variabilidade espacial e temporal das emissões, bem como a contabilização dos

deslocamentos populacionais ao longo do dia, os autores concluíram que 74% da exposição

ocorre no raio de 500 metros das principais rodovias, onde vive ou trabalha de 32 a 37%

da população do município.

Munir e Habeebullah (2018) enfatizam a importância de monitorar, modelar e ge-

renciar os impactos ambientais e sanitários da poluição do ar para o desenvolvimento

sanitário, uma vez que além dos impactos à saúde humana através de doenças respira-
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tórias e cardiovasculares, a poluição atmosférica também afeta construções, monumentos

históricos, visibilidade e biodiversidade.

Diante deste contexto, o desenvolvimento de modelos que permitam a estimativa da

concentração de um poluente de interesse em uma determinada localização é fundamental

para o planejamento da instalação de fontes emissoras e para a minimização dos impactos

ambientais e de riscos à saúde humana.

1.3 Objetivos da pesquisa

Este estudo propõe a realização de uma investigação detalhada da dependência pa-

ramétrica da equação da difusão e da equação do calor, sendo empregado o método da

diferença �nita explícita para veri�cação da in�uência de variáveis independentes como

velocidade do �uxo, coe�ciente de dispersão, heterogeneidade do meio, densidade e condu-

tividade térmica no comportamento das equações, especialmente em relação à variação da

concentração e da temperatura em função da distância e do tempo em cenários abordados

na literatura.

Um dos objetivos desta pesquisa é oferecer uma base para o desenvolvimento de um

modelo tridimensional que permita a estimativa da concentração de poluentes de inte-

resse com aplicabilidade no planejamento de fontes de poluição ambiental e sistemas de

monitoramento da qualidade do ar.

O presente estudo é dividido em 5 capítulos, com a seguinte estrutura:

- Capítulo 2: Descrição da equação da difusão, dos cenários simulados neste estudo e da

equação do calor;

- Capítulo 3: Descrição das etapas do estudo e da aplicação do método para os cenários

simulados;

- Capítulo 4: Resultados obtidos para o cenário simulado, análise da in�uência das variá-

veis relacionadas à heterogeneidade do meio, velocidade do �uxo e coe�ciente de dispersão

na variação da concentração de soluto em função do espaço e do tempo, e comparação

com estudos abordados recentemente na literatura;

- Capítulo 5: Considerações �nais e propostas para trabalhos futuros.
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Capítulo 2

Equação da difusão

2.1 Descrição da equação da difusão

A equação da difusão, pode ser descrita de forma vetorial, conforme Equação 2.1.

(GOUSSEAU et al., 2011):

∂c

∂t
+ ~u · ∇c = − ∇ · ~qm + Sc , (2.1)

sendo:

∂c
∂t

= Variação da concentração em função do tempo;

c = concentração;

t = tempo;

u = velocidade;

Sc = termo relacionado à fonte emissora;

qm = �uxo de massa molecular médio.

O termo relacionado à fonte emissora é obtido a partir do operador divergente da soma

entre o �uxo médio de massa molecular, o �uxo convectivo e o �uxo turbulento, conforme

Equação 2.2 (GOUSSEAU et al., 2011).

Sc = ∇ · ( ~Qm + ~Qc + ~Qt), (2.2)

sendo:

~Qm = Fluxo de massa molecular médio;
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~Qc = Fluxo convectivo;

~Qt = Fluxo de massa turbulento.

A equação da difusão padrão, segundo Povstenko (2015), pode ser descrita a partir

da combinação da equação da conservação da massa e da Lei de Fick combinando o �uxo

de matéria J ao gradiente de concentração, conforme Equações 2.3 a 2.5, podendo ser

interpretada tanto em termos de difusão quanto de condução de calor com um campo

adicional de velocidade v:

ρ
∂C

∂t
= − ∇ · J, (2.3)

J = −κ ∇C + ρ v C, (2.4)

ρ
∂C

∂t
= κ − ρ v C (2.5)

sendo:

J = Fluxo de matéria;

κ = Coe�ciente de difusividade térmica;

ρ = Densidade;

v = Velocidade.

2.2 Equação da difusão em 1+1 dimensão

A equação da difusão unidimensional fazendo-se referência à variável espacial pode ser

descrita conforme Equação 2.6 (SAVOVIC e DJORDJEVICH, 2012):

∂

∂t
C(x, t) =

∂

∂x

[
D(x, t)

∂

∂x
C(x, t)− u(x, t) C(x, t)

]
, (2.6)

sendo:

x = Distância em relação à fonte emissora;

t = Tempo de emissão;

D = Coe�ciente de dispersão;

u = Velocidade do �uxo em que o poluente é carreado.
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Ressalta-se que dependendo das características da velocidade do �uxo e da dispersão,

geralmente representadas por coe�cientes variáveis, a equação da difusão pode apresentar

características não-lineares extremamente complexas. Deste modo, o estudo da dependên-

cia paramétrica da equação da difusão requer a seleção da formas especí�cas das variáveis

u e D.

2.2.1 Cenário de dispersão espacialmente dependente

Conforme descrito no Capítulo 1, um dos cenários abordados por Jaiswal et al. (2009)

e por Savovic e Djordjevich (2012) envolve a dispersão de soluto espacialmente dependente

com �uxo instável em meio não homogêneo, sendo considerada a existência de uma fonte

emissora do tipo pulso, a qual é desativada após um período de tempo.

No cenário em questão, a velocidade do �uxo em que o soluto é transportado é as-

sumida ser temporalmente independente e aumentar linearmente com a posição x. O

coe�ciente de dispersão D, por sua vez, é assumido ser quadraticamente dependente da

posição x, e também temporalmente independente, conforme Equação 2.7.

u(x, t) = u0 (1 + a x) = u(x) ,

D(x, t) = D0 (1 + a x)2 = D(x) . (2.7)

Considerando se tratar de meio heterogêneo, Savovic e Djordjevich (2013) apresenta-

ram uma adaptação da equação da difusão para o cenário conforme Equação 2.8.

∂

∂t
C(x, t) =

∂C(x, t)

∂x
[(1 + a x)(2 a D0 − u0)]

+ D0(1 + a x)2
∂2C(x, t)

∂x2
− u0 a C(x, t) (2.8)

sendo:

C = Concentração;

a = Parâmetro de heterogeneidade do meio;

uo = Velocidade do �uxo na origem;

D0 = Coe�ciente de dispersão na origem.
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Considerando que o coe�ciente Cin refere-se à concentração de soluto já existente

no meio antes da ativação da fonte, e que a distância in�nita (x∞) é considerada como

aquela em que não há mais in�uência da fonte emissora, as condições iniciais e de contorno

para o cenário simulado são apresentadas conforme Equação 2.9 (JAISWAL et al., 2009;

SAVOVIC e DJORDJEVICH, 2013):

C(x, 0) =
Cin

(1 + ax)
,

C(0, t) =

 C0 , 0 < t≤ t0 ,

0 , t > t0 ,

∂C(x, t)

∂x

∣∣∣∣∣
x→∞

= 0.

(2.9)

Santana (2017) realiza a análise da dependência paramétrica da equação da difusão

unidimensional para o cenário descrito nesta subseção, comparando as soluções analítica

abordada em Jaiswal et al. (2009) e numérica abordada em Savovic e Djordjevich (2013),

em pesquisa de mestrado que teve colaboração deste autor.

2.2.2 Cenário de dispersão temporalmente dependente

O cenário de dispersão temporalmente dependente, também simulado por Jaiswal et

al. (2009) e por Savovic e Djordjevich (2013), é caracterizado pela dispersão de soluto

em meio homogêneo com �uxo uniforme. No caso, os parâmetros velocidade do �uxo

e coe�ciente de dispersão são temporalmente dependente e espacialmente independente,

conforme Equação 2.10.

u(x, t) = u0 = constante ,

D(x, t) = D0 (1−m t)−1 = D(t) , (2.10)

Considerando que o coe�ciente de dispersão é proporcional a um parâmetro m, de

dimensão inversa ao tempo, Savovic e Djordjevich (2013) reescrevem a equação da difusão

para o cenário conforme Equação 2.11.
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∂C(x, t)

∂t
= −u0

∂C(x, t)

∂x
+

D0

1−m t

∂2C(x, t)

∂x2
. (2.11)

sendo:

u0 = Velocidade do �uxo uniforme;

D0 = Coe�ciente de dispersão inicial;

m = Parâmetro relacionado à dependência temporal da dispersão, com dimensão inversa

ao tempo.

Levando-se em conta que o �uxo é considerado ser uniforme, o valor do parâmetro u0

é o mesmo em toda a faixa de domínio e do parâmetro D0 depende apenas do tempo,

diferentemente do cenário espacialmente dependente, em que os valores de ambos os pa-

râmetros referem-se apenas à origem do domínio, onde a fonte está localizada.

As condições de contorno adotadas para o cenário de dispersão espacialmente depen-

dente são exatamente as mesmas do cenário descrito na Seção 2.2, no entanto a condição

inicial, é divergente, visto que não há in�uência do parâmetro de heterogeneidade do meio.

Levando-se em conta o coe�ciente γ, proporcional à variação da concentração do soluto,

com dimensão inversa à distância, a condição inicial é descrita conforme Equação 2.12.

C(x, 0) = Cin Exp(−γ x). (2.12)

A investigação da dependência paramétrica da equação da difusão unidimensional para

o cenário descrito nesta subseção será contemplada nos Capítulos 3 e 4 do presente estudo.

2.3 Equação da difusão em 2+1 dimensões

A equação da difusão bidimensional leva em conta coe�cientes longitudinais e trans-

versais de velocidade do �uxo e coe�ciente de dispersão, sendo descrito conforme Equação

2.13 (DJORDJEVICH e SAVOVIC, 2013):

∂

∂t
c(x, y, t) =

∂

∂x
[Dx(x, t)

∂c(x, y, t)

∂x
− u(x, t) c(x, y, t)]

+
∂

∂y
[Dy(y, t)

∂c(x, y, t)

∂x
− v(y, t) c(x, y, t)]. (2.13)
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sendo:

u(y, t) = Componente longitudinal de velocidade do �uxo;

v(y, t) = Componente transversal de velocidade do �uxo;

Dx(x, t) = Coe�ciente de dispersão longitudinal;

Dy(y, t) = Coe�ciente de dispersão transversal;

2.3.1 Equação da condução do calor

Conforme descrito no Capítulo 1 e na Seção 2.1, a equação do calor é um caso especí�co

da equação da difusão, resultante da combinação da equação da conservação da massa, e

da Lei de Fick, ocorrendo quando há �uxo de energia térmica e o coe�cienteD é constante.

A equação diferencial, referente à condução do calor, bidimensional é descrita na Equa-

ção 2.14 (BECKER e KAUSS, 2016).

ρ cp
∂

∂t
T (x, y, t) =

∂

∂x

(
κx

∂T

∂x

)
+

∂

∂y

(
κy

∂T

∂y

)
+Q (2.14)

sendo:

cp = Calor especí�co;

Q = Produção de calor.

κx e κy = Condutividade térmica nos eixos x e y, respectivamente.

Quando a transferência de calor ocorre de forma homogênea, a condição é denomi-

nada isotrópica, sendo assumido que os coe�cientes κx e κy são equivalentes, possuindo

assim uma solução mais simples. No entanto, para representação mais realística da con-

dução do calor, deve se levar em conta que a mesma geralmente não ocorre de forma

homogênea, e que as condições geralmente não são isotrópicas. Quando se trata de con-

dição isotrópica, a equação pode ser simpli�cada, conforme Equação 2.15.

∂

∂t
T (x, y, t) = κ

(
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2

)
+

Q

ρ cp
. (2.15)
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Capítulo 3

Métodos numéricos

3.1 Método da diferença �nita explícita

O método das diferenças �nitas consiste basicamente na discretização de equações

diferenciais parciais através de intervalos preestabelecidos em um conjunto de pontos de

uma grade dentro da faixa de domínio.

As diferenças �nitas podem ser empregadas com os esquemas de diferença central,

progressiva ou regressiva, de acordo com o intervalo estabelecida para aproximação da

função derivativa em relação à variável de interesse, conforme equações 3.1, 3.2 e 3.3.,

respectivamente (adaptado de CAUSON e MINGHAM, 2010).

∂u

∂x i
=

ui+1 − ui−1
2 ∆x

(3.1)

∂u

∂x i
=

ui+1 − ui
∆x

(3.2)

∂u

∂x i
=

ui − ui−1
∆x

. (3.3)

Para funções derivativas de segunda ordem, por sua vez, a aproximação por diferenças

�nitas é geralmente realizada pelo esquema da diferença central, conforme Equação 3.4

(adaptado de CAUSON e MINGHAM, 2010).

∂2u

∂x2
=

ui+1 − 2 ui + ui−1
2 ∆x2

. (3.4)

Ressalta-se que a aplicação do esquema das diferenças progressiva e regressiva para

funções derivativas de primeira ordem implicam em erro de truncamento de primeira
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ordem, e que o emprego do esquema da diferença central para funções derivativas tanto

de primeira quanto de segunda ordem implicam em erro de truncamento de segunda ordem

(adaptado de CAUSON e MINGHAM, 2010).

Para discretização das funções derivativas de primeira ordem, o método da diferença

�nita pode ser tanto explícito, quando é empregado o esquema da diferença progressiva

para aproximação das funções derivativas temporais, ou implícito, quando é empregado o

esquema da diferença regressiva para essas funções (DAVIS, 2010).

No presente estudo, foi empregado o método da diferença �nita explícita com o es-

quema da diferença central para representação das funções ∂2C(x,t)
∂x2

e ∂C(x,t)
∂x

, e da diferença

progressiva para representação do termo ∂C(x,t)
∂t

.

3.2 Emprego do método para cenário de dispersão em

1+1 dimensão

No presente estudo, o método da diferença �nita explícita foi empregado para avaliação

da dependência paramétrica da equação da difusão nos dois cenários simulados por Jaiswal

et al. (2009) e por Savovic e Djordjevich (2013), descritos no Capítulo 2, de dispersão de

soluto com uma fonte emissora do tipo pulso, a qual é desativada após um determinado

período de tempo.

Para ambos os cenários simulados, os valores de referência utilizado pelos autores e

para o presente estudo são os que constam da Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Valores de referência utilizados para os parâmetros da equação da difusão

C0 Cin t0 (anos) u0 (km/ano) D0 (km2/ano) γ (km−1) m(ano−1) x∞ (km)
1,0 0,01 1,8 0,25 0,14 0,01 0,1 20

sendo:

C0 = Concentração na fonte emissora;

t0 = Tempo em que a fonte emissora é desativada;

γ = Constante proporcial à concentração do soluto.
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3.2.1 Cenário 1: Dispersão espacialmente dependente

A técnica da transformada de Laplace foi aplicada por Jaiswal et al. (2009) para o

cenário de dispersão de soluto espacialmente dependente, caracterizado pela dispersão de

soluto em meio heterogêneo com �uxo não uniforme, conforme Equação 3.5.

C(x, t) =


C1(x, t)− C2(x, t) + C3(x, t) , 0 < t≤ t0 ,

C1(x, t)− C1(x, t− t0)− C2(x, t) + C3(x, t) , t > t0 ,

(3.5)

em que:

C1(x, t) =
C0

2

{
(1 + ax)−1 erfc

[
ln(1 + ax)

2a
√
D0t

− β
√
t

]

+ (1 + ax)δ erfc

[
ln(1 + ax)

2a
√
D0t

+ β
√
t

]}
,

C2(x, t) =
Cin
C0

C1(x, t) ,

C3(x, t) =
Cin

(1 + ax)
,

ω0 = au0 − a2D0 ,

β2 =
(ω0/2a)2

D0

+ au0 ,

δ =
u0
aD0

.

Savovic e Djordjevic (2013), por sua vez, apresentam solução numérica para o cenário,

com o emprego da diferença �nita explícita, adotando os passos preestabelecidos ∆x =

0, 1 km e ∆t = 5×10−5 ano, representados por meio dos índices i e j, respectivamente,

do seguinte modo:

Ci,j+1 = (Gi −Hi) Ci−1,j + (Gi +Hi) Ci+1,j (3.6)

+ (1− 2Gi − J) Ci,j , (3.7)

em que:

Gi =
D0(1 + axi)

2∆t

(∆x)2
, (3.8)

Hi =
(2aD0 − u0)(1 + axi)∆t

2 ∆x
, (3.9)
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J = u0 a ∆t . (3.10)

No presente estudo, é realizada uma expansão do estudo desenvolvido por Santana

(2017), em que é realizada uma investigação detalhada e sistemática do comportamento

da equação da difusão à medida em que os parâmetros a, u0 e D são alterados indepen-

dentemente para o cenário, considerando tanto a fonte ativada quanto a fonte desativada,

com o emprego do método da diferença �nita explícita e a adoção dos mesmos passos uti-

lizados para x e t por Savovic e Djordjevich (2013). Ainda, é realizada uma comparação

do método numérico com a solução analítica apresentada por Jaiswal et al. (2009).

3.2.2 Cenário 2: Dispersão temporalmente dependente

Conforme descrito no Capítulo 2, o cenário de dispersão temporalmente dependente

é caracterização pela dispersão de soluto em meio homogêneo com �uxo uniforme. Para

o cenário em questão, também foi empregado o método da diferença �nita explícita por

Savovic e Djordjevich (2013), considerando as condições iniciais e de contorno descritas

no Capítulo 2, conforme Equação 3.7.

O método da diferença �nita explícita também foi empregado por Savovic e Djordjevich

(2013) para o cenário de dispersão temporalmente dependente adotando os mesmos passos

preestabelecidos utilizados pelos autores. Considerando o meio homogêneo e a velocidade

uniforme, e o uso do esquema da diferença central para funções derivativas espaciais de

primeira e segunda ordem, e da diferença progressiva para a função derivativa de primeira

ordem, a equação é reescrita na forma vetorial do seguinte modo:

Ci,j+1 = (Ei − Fi) Ci−1,j + (1− 2Ei) Ci,j + (Ei + Fi) Ci+1,j (3.11)

em que:

Ei =
D0∆t

(1−mt)∆x2
, (3.12)

Fi =
−u0∆t
2 ∆x

. (3.13)
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Assim como realizado para o cenário de dispersão espacialmente dependente, também

foi empregado o método da diferença �nita explícita para a investigação da dependência

paramétrica da equação da difusão no presente cenário à medida em que os parâmetros u0

eD0 são alterados independentemente, considerando a fonte emissora ativada e desativada

com a utilização dos mesmos intervalos adotados por Savovic e Djordjevich (2013). Para as

simulações, foram utilizados o compilador GFortran 95 e o software Wolfram Mathematica

11.1.1.

3.3 Emprego do método para dispersão em 2+1 dimen-

sões

Conforme descrito no Capítulo 2, a equação da difusão bidimensional na variável espa-

cial requer o emprego de coe�cientes longitunidal e transversal relacionados à velocidade

do �uxo e ao coe�ciente de dispersão para sua resolução.

Ressalta-se que uma das limitações para resolução da equação da difusão bidimensional

é a memória requerida para sua resolução quando há necessidade de armazenamento de

dados referentes aos intervalos utilizados na simulação em uma matriz. Conforme Figura

3.1, veri�ca-se que com o uso do software Wolfram Mathematica para 105 intervalos de

t, por exemplo, a memória requerida é de aproximadamente 1 GB, mais de 100 vezes

superior ao requerido para a resolução da equação da difusão unidimensional nos cenários

descritos na Seção 3.2. Para o caso tridimensional, por sua vez, a memória ultrapassa

1.000 GB, sendo necessária a utilização de técnicas que não requeiram o armazenamento

dos resultados referente a cada passo adotado, de modo a compatibilizar a memória e o

tempo computacional.

3.3.1 Equação do calor bidimensional

Conforme descrito no capítulo 2, a equação do calor governa a difusão térmica é um

caso especí�co da equação da difusão, que ocorre quando há �uxo de energia térmica ao

invés de �uxo de matéria, apresentando solução mais simples em relação à equação da

difusão com coe�cientes variáveis.
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Figura 3.1: Memória ocupada de acordo com o número de passos utilizados nas iterações
para os cenários de dispersão em uma, duas e em três dimensões.

Com o emprego do método da diferença �nita explícita, a equação do calor bidimen-

sional (Eq. 2.14) pode ser reescrita da seguinte forma (BECKER e KAUSS, 2016):

T n+1
i,j − T ni,J

∆t
= κ

(
T ni,j+1 − 2T i,jn + T ni,j−1

∆x2
+
T ni,j+1 − 2T ni,j + T ni,j−1

∆y2

)
+
Qn
i,j

ρ cp
. (3.14)

De�nindo os coe�cientes sx e sy, da seguinte forma, a equação do calor pode ser

reescrita conforme Eq. 3.16.

sx =
κ ∆t

(∆x)2
,

sy =
κ ∆t

(∆y)2
(3.15)

T n+1
i,j = T ni,j + sx (T ni,j+1 − 2 T ni,j + T ni−1,j)

+ sy (T ni,j+1 − 2 T ni,j + T ni−1,j) +
Qn
i,j

ρ cp
. (3.16)

De modo análogo ao realizado para os cenários de dispersão de soluto em 1+1 dimen-

são, também foi realizada uma investigação detalhada e sistemática do comportamento da

equação do calor à medida em que os parâmetros κ e ρ são alterados independentemente,

com presença e ausência de fonte de calor. Após a validação com o código apresentado

em Becker e Kauss (2016) para resolução da equação do calor bidimensional no software
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Matlab, foi realizada investigação para as condições isotrópica e não-isotrópica, com a

presença e a ausência da fonte de calor.

Os valores de referência utilizados para as simulações da equação do calor são apre-

sentados na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Valores de referência utilizados para os parâmetros da equação do calor.

T0(
◦C) κ (m2/s) cp (J/kg.◦C) ρ (kg/m3)

100,0 1,0 1,0 1,0
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Capítulo 4

Resultados e Discussões

4.1 Dependência paramétrica da equação da difusão

em 1+1 dimensão

Inicialmente, foi realizada uma investigação na variação da solução da equação da

difusão unidimensional na variável espacial à medida em que os valores dos parâmetros

considerados independentes para os cenários abordados no Capítulo 2 são alterados com

base nos valores de referência que constam da Tabela 3.1, levando-se em conta situações

em que a fonte está tanto ativada quanto desativada.

4.1.1 Cenário 1: Dispersão de soluto espacialmente dependente

Parâmetro de heterogeneidade do meio

Para avaliação da in�uência do parâmetro de heterogeneidade do meio, o qual está

diretamente relacionado à densidade do mesmo com dimensão inversa à distância, na

variação da concentração de soluto, foi veri�cado que para valores de t superiores a 1,8

ano, correspondente ao momento em que a fonte é desativada, a integração numérica só

converge para uma solução estável para valores de a de até 1,32 km−1, impossibilitando

a aplicação do método para valores mais altos do referido parâmetro.

Neste contexto, foram realizadas simulações da variação de C/C0 em função da dis-

tância comparando quatro valores distintos do parâmetro, sendo estes de a=0,15; a=0,65;

a=1,0 e a=1,32 km−1. A simulação foi realizada para t=0,7 e 1,4 ano, enquanto a fonte

está ativada e para t=2,1 e 2,8 anos, após a desativação da mesma, contemplando tanto a
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solução analítica abordada por Jaiswal et al. (2009) quanto a solução numérica abordada

por Savovic e Djordjevich (2013).

Conforme Figura 4.1, veri�ca-se que as soluções analíticas e numérica são compatíveis,

e que a in�uência do parâmetro de heterogeneidade do meio apresenta variação em relação

à distância da fonte emissora, visto que em sua proximidade a razão C/C0 é mais elevada

para meios com menor heterogeneidade e após uma determinada distância ocorre o inverso,

ou seja, os valores de C/C0 passam a ser mais altos para meios de maior heterogeneidade.

Observa-se também que para a medida em que o tempo aumenta, a intersecção entre

as curvas dos quatro valores de C/C0 �ca mais distante da fonte emissora, característica

também observada em investigação realizada por Pereira (2014) para cenário de dispersão

de soluto com fonte emissora contínua.

Após a desativação da fonte, também foram veri�cados maiores valores de C/C0 para

meios mais homogêneos próximo à fonte emissora e o inverso para distâncias maiores,

havendo a mesma intersecção nas curvas de variação de C/C0 em função da distância

observada para a fonte ativada. No entanto, após a desativação da fonte, é observado que

há um pico de máxima concentração próximo a sua localização, e que posteriormente, os

valores começam a reduzir, demonstrando a redução de sua in�uência à medida em que a

distância aumenta.

Também foi estimada a variação de C/C0 em função do tempo, comparando os mesmos

valores do parâmetro a, para distâncias �xas em relação à fonte emissora, sendo �xados

os valores de x=0,1; 0,5; 1,0 e 2,0 km. Conforme Figura 4.2, veri�ca-se que os valores

de C/C0 aumentam até 1,8 ano, momento em que a fonte é desativada e, em seguida,

tendem a diminuir, exceto quando para distâncias maiores de x, quando há uma ligeira

elevação dos valores de C/C0, equivalente ao pico de máxima concentração já observado

nos grá�cos apresentados na Figura 4.1. No entanto, mesmo para distâncias maiores em

relação à fonte emissora, após o pico de máxima concentração, a curva de variação de

C/C0 em função do tempo passa a ser decrescente.

A Figura 4.2 também evidencia que apenas para x = 0, 1 km, a concentração é mais

elevada para menores valores do parâmetro a e que para as outras distâncias simuladas,

os valores de C/C0 são mais elevados para maiores valores do parâmetro a até um deter-

minado período de tempo, quando passa a ser maior para maiores valores do parâmetro

a.
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Figura 4.1: Efeito do parâmetro de heterogeneidade do meio na variação da concentração
de soluto em função da distância - solução analítica representada por pontos e solução
numérica por curvas.

Figura 4.2: Efeito do parâmetro de heterogeneidade do meio na variação da concentração
de soluto em função do tempo - solução analítica representada por pontos e solução
numérica por curvas.
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Figura 4.3: Distribuição da concentração em função da distância e do tempo, comparando
diferentes valores de heterogeneidade do meio para o cenário de dispersão espacialmente
dependente.
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Na Figura 4.3, por sua vez, são apresentados as variações de C/C0 em função do tempo

e da distância simultaneamente para os quatro valores de a, sendo apresentada também

comparação das soluções analítica e numérica, �cando evidenciada a compatibilidade das

soluções. Nas �guras apresentadas, a cor vermelha representa a máxima concentração, e

a cor roxa representa concentração equivalente a zero, sendo observados maiores valores

de C/C0 nas proximidades da fonte e para maiores valores de t para a fonte ativada,

bem como um ligeiro aumento e uma posterior redução dos valores de C/C0 em função da

distância para a fonte desativada, demonstrando a in�uência da concentração já existente.

De modo geral, observa-se que a in�uência do parâmetro de heterogeneidade do meio é

similar para o cenário de fonte emissora do tipo pulso abordada por Jaiswal et al. (2009)

e por Savovic e Djordjevich (2013), e para o cenário de fonte emissora contínua abordada

em Kumar et al. (2010), Savovic e Djordjevich (2012) e Pereira (2014), diferindo apenas

pelo ligeiro aumento de C/C0 em relação à distância nas proximidades da fonte após a

sua desativação.

Velocidade do �uxo na origem

Conforme descrito no Capítulo 2, para o cenário de dispersão espacialmente depen-

dente, o parâmetro u0 refere-se à velocidade na posição x=0 km, onde está localizada a

fonte emissora.

Diferentemente do parâmetro de heterogeneidade do meio, foram veri�cadas limitações

na solução numérica para o parâmetro de velocidade do �uxo na origem apenas para

valores de u0 superiores a 100 km/ano para valores de t em que a fonte está desativada,

havendo assim um amplo domínio de convergência da solução.

De modo análogo ao realizado para o parâmetro de heterogeneidade do meio, também

foram adotados quatro valores de u0, sendo eles u0 = 0, 1; u0 = 0, 25; u0 = 0, 75 e u0 =

1, 25 km/ano, e mantendo os valores de referência para os demais parâmetros conforme

consta da Tabela 3.1.

Conforme Figura 4.4, veri�ca-se que valores mais elevados de velocidade do �uxo na

origem implicaram em maiores valores de C/C0 para o cenário simulado com a fonte ati-

vada. Após a desativação da fonte, por sua vez, o efeito é similar àquele veri�cado para

o parâmetro de heterogeneidade do meio, visto que nas proximidades da fonte, a concen-

tração de soluto é mais elevada para menores valores de u0 e após um pico de máxima
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Figura 4.4: Efeito da velocidade do �uxo em x = 0 na variação da concentração de soluto
em função da distância - solução analítica representada por pontos e solução numérica
por curvas.

Figura 4.5: Efeito da velocidade do �uxo em x = 0 na variação da concentração de soluto
em função do tempo - solução analítica representada por pontos e solução numérica por
curvas.
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Figura 4.6: Distribuição da concentração em função da distância e do tempo, compa-
rando diferentes valores de velocidade do �uxo em x = 0 para o cenário de dispersão
espacialmente dependente.



CAPÍTULO 4. RESULTADOS E DISCUSSÕES 44

concentração, ocorre o inverso, ou seja, maiores valores de u0 implicam em condições mais

elevadas.

Na Figura 4.5 é apresentada a variação de C/C0 em função do tempo, comparando

os quatro valores de u0 para as mesmas distâncias �xas adotadas para o parâmetro de

heterogeneidade do meio, ou seja, x=0,1; 0,5; 1,0 e 2,0 km, �cando evidenciado que

enquanto a fonte está ativada, os valores de concentração são mais elevados para maiores

valores do parâmetro u0, e que após a desativação passa a ocorrer o inverso, ou seja,

concentrações mais elevadas para menores valores de u0. Assim como observado para o

parâmetro de heterogeneidade do meio, a curva de variação de C/C0 em função do tempo

é crescente quanto a fonte está ativada e decrescente após o tempo em que ocorre o pico

de máxima concentração posterior à desativação da fonte.

A Figura 4.6, referente à distribuição dos valores de C/C0 em função da distância e do

tempo, simultaneamente, também evidencia que para a fonte ativada, maiores valores de

u0 implicam em maiores concentrações e que para a fonte desativada há um valor máximo

de C/C0 na proximidade da fonte e, posteriormente, esse valor começa a ser reduzido

indicando que à medida em que a distância em relação à fonte emissora aumenta, as

condições passam a ser mais favoráveis para a dispersão.

Coe�ciente de dispersão na origem

Assim como observado para o parâmetro de heterogeneidade do meio, também foram

veri�cadas limitações na aplicação do método numérico para o coe�ciente de dispersão

na posição x=0 km, representado por D0, sendo veri�cado que tanto com a fonte ativada

quanto com a mesma desativada, o método converge para uma solução estável apenas

para valores muito baixos do referido parâmetro, de até 0,24 km2/ano, indicando assim

uma alta sensibilidade para o parâmetro, o qual representa a suscetibilidade do meio para

o transporte de partículas.

Considerando o domínio de convergência para o parâmetro D0, foram realizadas simu-

lações da variação de C/C0 em função do tempo com os valores de referência da Tabela

3.1, comparando quatro valores do parâmetro, sendo estes de D0 = 0, 03; D0 = 0, 08;

D0 = 0, 14 e D0 = 0, 21 km2/ano.

Conforme Figura 4.7, veri�ca-se que a variação de C/C0 em função do espaço e do

tempo em relação ao coe�ciente de dispersão é muito similar à que foi observada para
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Figura 4.7: Efeito do coe�ciente de dispersão em x = 0 na variação da concentração
de soluto em função da distância - solução analítica representada por pontos e solução
numérica por curvas.

Figura 4.8: Efeito do coe�ciente de dispersão em x = 0 na variação da concentração de
soluto em função do tempo - solução analítica representada por pontos e solução numérica
por curvas.



CAPÍTULO 4. RESULTADOS E DISCUSSÕES 46

a velocidade do �uxo na origem, ou seja, com a fonte ativada, a concentração apresenta

valores mais elevados para maiores valores de D0, e com a fonte desativada também há

um pico de máxima concentração e uma interesecção nas curvas, sendo que próximo à

fonte os valores de C/C0 são mais elevadas para maiores valores de D0 e após uma certa

distância são mais elevadas para maiores valores de D0.

Assim como realizado para os parâmetros de heterogeneidade do meio e velocidade

do �uxo na origem, também foram realizadas simulações da variação de C/C0 em função

do tempo para os mesmos valores �xos de x, comparando os quatro valores de D0. A

Figura 4.8 evidencia que o comportamento é bem semelhante à velocidade do �uxo na

origem, ou seja, os valores de concentração são mais elevados para maiores valores do

parâmetro D0 quando a fonte está ativada, e após a desativação passa a ocorrer o inverso,

ou seja, os níveis de concentrações passam a ser mais elevados para menores valores de D0.

Semelhantemente ao observado para os demais parâmetros, quando a fonte está ativada,

a curva de C/C0 é crescente em relação ao tempo, e após o tempo em que ocorre o pico

de máxima concentração, passa a ser decrescente.

A Figura 4.9 evidencia a boa concordância entre as soluções analítica e numérica, assim

como veri�cado para os parâmetros de heterogeneidade do meio e velocidade do �uxo na

origem, e o efeito similar produzido pelos parâmetros, especialmente após a desativação

da fonte, quando há um pico de máxima concentração próximo a fonte e, posteriormente,

os valores de C/C0 começam a diminuir até não haver mais nenhuma in�uência da fonte.

Ressalta-se que em estudo desenvolvido por Santana (2017), que teve participação e

colaboração deste autor, também é avaliada a dependência paramétrica da equação da

difusão para o cenário de dispersão espacialmente dependente, sendo realizadas simulações

com para t=0,5; 1,0; 1,5; 2,0; 2,5 e 3,0 anos, comparando 5 valores de cada parâmetro,

distintos dos que constam do presente estudo.

Tempo de estabilização do meio

Para o cenário de dispersão de soluto considerado espacialmente dependente simulado

por Jaiswal et al. (2009) e por Savovic e Djordjevich (2013), foi estimada a distribuição

de concentração para valores de t superiores à desativação da fonte, de modo a possibilitar

uma investigação do momento em que a concentração do soluto passa a ser desprezível.
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Figura 4.9: Distribuição da concentração em função da distância e do tempo, compa-
rando diferentes valores de coe�ciente de dispersão em x = 0 para o cenário de dispersão
espacialmente dependente.
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Conforme Figura 4.10, referente às soluções analítica e numérica da distribuição de

concentração em função da distância e do tempo para os valores de referência adotados

neste estudo, �ca evidenciado que após 4,0 anos os valores de C/C0 são inferiores a 0,1

em toda a faixa de domínio, indicando a estabilização do meio.
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Cenário 1: Solução numérica com os valores de referência

Figura 4.10: Distribuição da concentração em função da distância e do tempo para os
valores de referência após a desativação da fonte para o cenário de dispersão espacialmente
dependente.

4.1.2 Cenário 2: Dispersão de soluto temporalmente dependente

Considerando que para o cenário de dispersão de soluto temporalmente dependente,

o meio é considerado homogêneo, a investigação da dependência paramétrica envolveu

apenas os parâmetros velocidade do �uxo uniforme e coe�ciente de dispersão, utilizando

os mesmos valores adotados para o cenário de dispersão espacialmente dependente.

Velocidade do �uxo uniforme

Para o cenário de dispersão temporalmente dependente, o parâmetro u0 refere-se à

velocidade do �uxo uniforme, característica do cenário simulado por Jaiswal et al. (2009)

e por Savovic e Djordjevich (2013), conforme abordado no Capítulo 2.

Assim como no cenário de dispersão espacialmente dependente, também foi veri�cado

um amplo domínio de convergência da solução numérica, visto que foram veri�cadas

limitações na aplicação do método apenas para valores de u0 superiores a 400 km/ano

após a desativação da fonte emissora.
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Com o emprego da solução numérica abordada na Subseção 3.2.2, foi veri�cado con-

forme Figura 4.11, que quando a fonte está ativada, os valores de C/C0 são mais elevados

para valores mais altos de velocidade do �uxo uniforme, atingindo inclusive valores próxi-

mos a 1,0, o qual corresponde à concentração da fonte emissora. Para u0 = 1, 25 km/ano,

por exemplo, o decaimento da curva de variação de C/C0 em função da distância para

t=1,4 ano só �ca evidente para distâncias superiores a 0, 5 km, indicando alta in�uência

da fonte emissora.

Para a fonte desativada, pode ser observado comportamento semelhante ao veri�cado

para o cenário de dispersão espacialmente dependente, ou seja, maiores valores de C/C0

para menores valores de u0 nas proximidades da fonte, e o inverso após um pico de

máxima concentração. No entanto, foi veri�cado que este pico de máxima concentração,

decorrente do tempo em que a fonte estava ativada, é superior ao observado para o cenário

de dispersão espacialmente dependente, sendo que a razão C/C0 também chega próximo

a 1,0 para u0 = 1, 25 km/ano, demonstrando que um �uxo uniforme de alta velocidade

pode di�cultar a dispersão.

Para o presente cenário, também foi estimada a variação de C/C0 em função do

tempo, comparando os quatro valores do parâmetro u0, para as mesmas distâncias �xas

em relação à fonte emissora simuladas no cenário de dispersão espacialmente dependente,

ou seja, para x=0,1; 0,5; 1,0 e 2,0 km.

Conforme Figura 4.12, veri�ca-se que para x=0,1 e 0,5 km, os valores de C/C0 au-

mentam até 1,8 ano, momento da desativação da fonte, chegando próximo a 1,0 para

u0=1,25km/ano e, posteriormente, passam a diminuir a medida em que o tempo au-

menta. Para x=1,0 e 2,0 km, por sua vez, veri�ca-se que mesmo após a desativação da

fonte, ainda há uma elevação no valor de C/C0, equivalente ao pico de máxima concen-

tração observado nos grá�cos apresentados na Figura 4.11, e que posteriormente, a curva

de variação de C/C0 em função do tempo passa a ser decrescente.

Nos grá�cos de variação de C/C0 em função da distância e do tempo apresentados

na Figura 4.13, �ca evidenciado que valores mais altos de velocidade implicam em uma

concentração bem mais elevada que o cenário de dispersão espacialmente dependente,

especialmente nas proximidades da fonte, demonstrando que um �uxo uniforme pode não

ser favorável à dispersão de um poluente.
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Figura 4.11: Efeito da velocidade do �uxo uniforme na variação da concentração de soluto
em função da distância para o cenário de dispersão temporalmente dependente.

Figura 4.12: Efeito da velocidade do �uxo uniforme na variação da concentração de soluto
em função do tempo para o cenário de dispersão temporalmente dependente.
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Figura 4.13: Distribuição de C/C0 em função da distância e do tempo, comparando dife-
rentes valores de velocidade do �uxo uniforme para o cenário de dispersão temporalmente
dependente.
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Coe�ciente de dispersão inicial

Para o cenário de dispersão temporalmente dependente, o parâmetro D0 refere-se ao

coe�ciente de dispersão inicial, ou seja no momento em que t=0 ano, conforme descrito

no Capítulo 2.

Diferentemente do cenário de dispersão espacialmente dependente, para o qual foi

observado um domínio bem restrito de convergência para o parâmetro D0, para o cenário

de dispersão temporalmente dependente, a solução numérica apresenta limitações apenas

para valores de D0 superiores a 85, 0 km2/ano após a desativação da fonte.

Assim como observado no cenário de dispersão espacialmente dependente, a in�uência

do coe�ciente de dispersão é muito similar ao da velocidade do �uxo, sendo que quando a

fonte está ativada, maiores valores de D0 implicam em maiores valores de C/C0 e que com

a fonte desativada, menores valores de D0 implicam em maiores valores de C/C0 apenas

nas proximidades da fonte, ocorrendo o inverso após um pico de máxima concentração.

A Figura 4.14 mostra que embora a in�uência do coe�ciente de dispersão na variação de

C/C0 seja semelhante à observada para o cenário de dispersão espacialmente dependente,

a atenuação de C/C0 em função da distância é ligeiramente mais lenta tanto com a

fonte ativada quanto com a fonte desativada após o pico de máxima concentração, o qual

também possui valores mais elevados em relação ao cenário descrito na Subseção 4.1.1.

Na Figura 4.15, é apresentada a variação de C/C0 em função do tempo, comparando

os quatro valores do parâmetro D0, para as mesmas distâncias �xas em relação à fonte

emissora simuladas nos demais parâmetros, mostrando um comportamento semelhante

ao observado para a velocidade do �uxo constante, exceto para x = 2, 0 km, em que se

observa que as curvas de variação de C/C0 em função do tempo continuam crescentes

para todos os valores de D0 do período de desativação da fonte até 3,0 anos, �cando

porém abaixo de 0,3. De modo geral, observa-se que os valores de C/C0 são mais elevados

para maiores valores de D0 enquanto a fonte está ativada, e que após a desativação da

mesma e o pico de máxima concentração, passa a ocorrer o inverso, ou seja, os níveis de

concentração passam a ser mais elevados para menores valores de D0.

A Figura 4.16, referente referente à variação de C/C0 em função da distância e do

tempo simultaneamente, mostra um efeito muito semelhante ao da velocidade do �uxo

uniforme tanto para a fonte ativada quanto para a fonte desativada. Para ambas as

variáveis, foi veri�cada uma atenuação mais lenta de C/C0 em função da distância com a
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Figura 4.14: Efeito do coe�ciente de dispersão inicial na variação da concentração de
soluto em função da distância para o cenário de dispersão temporalmente dependente.

Figura 4.15: Efeito do coe�ciente de dispersão inicial na variação da concentração de
soluto em função do tempo para o cenário de dispersão temporalmente dependente.
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Figura 4.16: Distribuição da concentração em função da distância e do tempo, compa-
rando diferentes valores do coe�ciente de dispersão inicial para o cenário de dispersão
temporalmente dependente.
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fonte ativada e desativada, indicando que um �uxo instável em meio heterogêneo como o

descrito na seção 4.1.1 pode favorecer a dispersão de uma substância de interesse.

Outro fator que pode ser observado tanto para o cenário de dispersão espacialmente

dependente quanto para o cenário quanto para o cenário de dispersão temporalmente

dependente é que não há um aumento expressivo nos valores de C/C0 em função do

tempo para os valores adotados de D0, diferentemente do observado para a velocidade

do �uxo uniforme em que há uma perceptível in�uência do tempo de emissão ou após a

desativação da fonte nos valores de C/C0.

Tempo de estabilização do meio

De modo análogo ao realizado para o cenário de dispersão temporalmente depen-

dente, também foi estimada a distribuição de concentração para valores de t superiores à

desativação da fonte para o cenário de dispersão temporalmente dependente, de modo a

possibilitar uma investigação do momento em que a concentração do soluto passa a ser

desprezível.

A Figura 4.17, referente à distribuição da concentração em função da distância e do

tempo, com base na solução numérica, mostra que com os valores de referência adotados

neste estudo, os valores de C/C0 são inferiores a 0,1 apenas após 8,0 anos para este

cenário, o dobro do tempo observado para estabilização do meio no cenário de dispersão

espacialmente dependente descrito na Subseção 4.1.1.

4.2 Dependência paramétrica da equação do calor bi-

dimensional

Após as simulações realizadas para dispersão em uma dimensão na variável espacial e

uma na variável espacial (1+1 dimensão), foi empregado o método da diferença �nita ex-

plícita, conforme abordado no Capítulo 3, para resolução da equação de condução do calor

bidimensional com base no código apresentado por Becker e Kauss (2016) na linguagem

do Matlab, o qual foi aplicado com a utilização do software Wolfram Mathematica 11.1.1

(WOLFRAM, 2012), utilizando os valores de referência apresentados na Tabela 3.2.

Foi realizada investigação detalhada da variação da temperatura em função da condu-

tividade térmica (κ) para condições isotrópica e não isotrópica, sem a presença de fonte
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Figura 4.17: Distribuição da concentração em função da distância e do tempo para os va-
lores de referência após a desativação da fonte para o cenário de dispersão temporalmente
dependente.

de calor, e posteriormente foi avaliada a in�uência da densidade (ρ) na variação de tem-

peratura com a presença de fonte de calor. Para todas as simulações, foram contemplados

os intervalos ∆x = 0,1 m; ∆y = 0,1 m e ∆t = 0,001 s, e uma faixa de domínio de 5 metros

nos eixos x e y.

4.2.1 In�uência da condutividade térmica para a condição isotró-

pica

Inicialmente, foi realizada simulação da equação do calor em condição isotrópica, ou

seja, considerando o mesmo coe�ciente de condutividade térmica (κ) nos eixos x e y, sem

a presença de fonte de calor, para um corpo com temperatura inicial de 100◦ C.

Mantendo as demais variáveis da equação do calor �xas, com os valores de referência

apresentados na Tabela 3.2, e adotando-se que Q = 0 J , em função da ausência de fonte de

calor, foram comparados os valores de κ correspondente a 0.1; 0,5; 1,0 e 2,0 m2/s e valores

de t correspondente a 0,1; 0,5; 1,0 e 2,0 segundos, de modo a possibilitar a avaliação da

in�uência do parâmetro na variação da temperatura.

As Figuras 4.18 a 4.21, referentes à distribuição de temperatura em função do espaço

após 0,5 s para diferentes valores de κ, evidenciam que os resultados obtidos por meio

do software Wolfram Mathematica 11.1 foram os mesmos em relação ao obtido com a
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utilização do código apresentado em Becker e Kauss (2016) com a utilização do software

Matlab.

As Figuras 4.22 a 4.25, por sua vez, referentes à distribuição de temperatura em função

do espaço após 1,0 s para os mesmos valores de κ, em relação aos apresentados nas Figuras

4.18 a 4.21 mostram que os valores da temperatura tendem a reduzir com o aumento do

tempo, e que as soluções obtidas por meio dos softwares Wolfram Mathematica 11.1 e

Matlab também são compatíveis para t=1,0 s.

As Figuras 4.26 a 4.29 referentes à variação da temperatura com a distância após 0,1;

0,5; 1,0 e 2,0 s, respectivamente, comparando os mesmos valores de κ apresentados nas

Figuras 4.18 a 4.25, evidenciam que quanto maior o tempo de condução de calor, maior a

in�uência da condutividade térmica na temperatura. Após 0,1 s, por exemplo, veri�ca-se

que a temperatura reduz ligeiramente à medida em que o valor de κ aumenta, mantendo-

se porém acima de 50◦ C, correspondente a metade da temperatura inicial. Para t=2,0 s,

por sua vez, observa-se que com κ = 0,1 m2/s, a distribuição de temperatura em toda a

faixa de domínio é próximo a 100◦ C e com κ = 2,0 m2/s, a temperatura em toda a faixa

de domínio é inferior a 5◦ C.

De modo geral, veri�ca-se que valores mais elevados de temperatura distribuídas na

faixa de domínio quanto o corpo possui menores valores de condutividade térmica e menor

tempo de transferência.

Figura 4.18: Distribuição da temperatura após 0,5 s com κ =0,1 m2/s (solução obtida
pelo Matlab à esquerda e pelo Wolfram Mathematica à direita).
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Figura 4.19: Distribuição da temperatura após 0,5 s com κ =0,5 m2/s (solução obtida
pelo Matlab à esquerda e pelo Wolfram Mathematica à direita).

Figura 4.20: Distribuição da temperatura após 0,5 s com κ =1,0 m2/s (solução obtida
pelo Matlab à esquerda e pelo Wolfram Mathematica à direita).

Figura 4.21: Distribuição da temperatura após 0,5 s com κ =2,0 m2/s (solução obtida
pelo Matlab à esquerda e pelo Wolfram Mathematica à direita).
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Figura 4.22: Distribuição da temperatura após 1,0 s com κ =0,1 m2/s (solução obtida
pelo Matlab à esquerda e pelo Wolfram Mathematica à direita).

Figura 4.23: Distribuição da temperatura após 1,0 s com κ =0,5 m2/s (solução obtida
pelo Matlab à esquerda e pelo Wolfram Mathematica à direita).

Figura 4.24: Distribuição da temperatura após 1,0 s com κ =1,0 m2/s (solução obtida
pelo Matlab à esquerda e pelo Wolfram Mathematica à direita).
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Figura 4.25: Distribuição da temperatura após 1,0 s com κ =2,0 m2/s (solução obtida
pelo Matlab à esquerda e pelo Wolfram Mathematica à direita).

Figura 4.26: Distribuição da temperatura em função da distância, comparando diferentes
valores de κ para t=0,1 segundo.
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Figura 4.27: Distribuição da temperatura em função da distância, comparando diferentes
valores de κ para t=0,5 segundo.

Figura 4.28: Distribuição da temperatura em função da distância, comparando diferentes
valores de κ para t=1,0 segundo.
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Figura 4.29: Distribuição da temperatura em função da distância, comparando diferentes
valores de κ para t=2,0 segundos.

4.2.2 In�uência da condutividade térmica para a condição não

isotrópica

De modo análogo ao realizado para a condição isotrópica, também foram realizadas

simulações para a condição não isotrópica, ou seja, com condução de calor heterogênea

ao longo do corpo, considerando a temperatura inicial de 100◦ C e a ausência de fonte de

produção de calor.

Conforme Figuras 4.30 a 4.35, também foi realizado um comparativo entre as soluções

obtidas por meio do código apresentado em Becker e Kauss (2016) e com a utilização do

software Wolfram Mathematica 11.1, para três combinações de valores distintos de κx e

κx após 0,5 e após 1,0 s.

As Figuas 4.36 a 4.39, por sua vez, apresentam a variação da temperatura com a

distância após 0,1; 05; 1,0 e 2,0 s, combinando os valores de κx correspondente a 0,3; 0,8;

e 1,5 m2/s com os valores de κy correspondente a 0,1; 1,0; e 2,0 m2/s.

Assim como observado para a condição isotrópica, observa-se que quanto maior o

tempo da condução de calor, maior é a in�uência do parâmetro κ na variação da tem-

peratura, sendo veri�cado também a expressiva in�uência dos coe�cientes referentes à

difusividade térmica nos eixos x e y.
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Figura 4.30: Distribuição da temperatura após 0,5 s com κx =0,3 m2/s e κy=2,0 m2/s
(solução obtida pelo Matlab à esquerda e pelo Wolfram Mathematica à direita).

Figura 4.31: Distribuição da temperatura após 0,5 s com κx =0,8 m2/s e κy=1,0 m2/s
(solução obtida pelo Matlab à esquerda e pelo Wolfram Mathematica à direita).

Figura 4.32: Distribuição da temperatura após 0,5 s com κx =1,5 m2/s e κy=0,1 m2/s
(solução obtida pelo Matlab à esquerda e pelo Wolfram Mathematica à direita).
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Figura 4.33: Distribuição da temperatura após 1,0 s com κx =0,3 m2/s e κy=2,0 m2/s
(solução obtida pelo Matlab à esquerda e pelo Wolfram Mathematica à direita).

Figura 4.34: Distribuição da temperatura após 1,0 s com κx =0,8 m2/s e κy=1,0 m2/s
(solução obtida pelo Matlab à esquerda e pelo Wolfram Mathematica à direita).

Figura 4.35: Distribuição da temperatura após 1,0 s com κx =1,5 m2/s e κy=0,1 m2/s
(solução obtida pelo Matlab à esquerda e pelo Wolfram Mathematica à direita).
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Figura 4.36: Distribuição da temperatura em função da distância, comparando diferentes
valores de κx e κy para t=0,1 segundo.

Figura 4.37: Distribuição da temperatura em função da distância, comparando diferentes
valores de κx e κy para t=0,5 segundo.
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Figura 4.38: Distribuição da temperatura em função da distância, comparando diferentes
valores de κx e κy para t=1,0 segundo.

Figura 4.39: Distribuição da temperatura em função da distância, comparando diferentes
valores de κx e κy para t=2,0 segundos.
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4.2.3 In�uência da densidade com a presença de fonte de calor

Após a investigação da in�uência da difusividade térmica sem a produção de calor,

foi considerada a existência de uma fonte de produção de calor de 50 J, e veri�cada a

dependência paramétrica da temperatura em função da densidade do corpo, comparando

os valores de ρ=0,1; 0,5; 1,0 e 2,0 kg/m3 para t=0,1; 0,5; 1,0 e 2,0 segundos, para os

valores de referência apresentados Tabela 3.2, exceto a temperatura inicial, a qual foi

considerada como sendo de 50◦ C.

As Figuras 4.40 a 4.43 evidenciam que um corpo com menor densidade tem aqueci-

mento mais rápido, sendo observado que quando ρ equivale a 0, 1 kg/m3, por exemplo, a

temperatura máxima é inferior a 100◦ C para t=0,1s e superior a 700◦ C para t=2,0s. À

medida em que o valor de ρ aumenta, o aquecimento se torna mais lento, sendo que para

ρ equivalente a 2, 0 kg/m3, por exemplo, os valores observados da temperatura na faixa

de domínio para 0,1 s são próximos aos observados para 2,0 s.

Para valor de t �xo, por sua vez, foram observadas maiores temperaturas para menores

valores de densidade, assim como observado para a condutividade térmica.

Figura 4.40: Distribuição da temperatura em função da distância, comparando diferentes
valores de ρ para t=0,1 segundo.
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Figura 4.41: Distribuição da temperatura em função da distância, comparando diferentes
valores de ρ para t=0,5 segundo.

Figura 4.42: Distribuição da temperatura em função da distância, comparando diferentes
valores de ρ para t=1,0 segundo.
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Figura 4.43: Distribuição da temperatura em função da distância, comparando diferentes
valores de ρ para t=2,0 segundos.

O estudo evidenciou que de modo geral, há uma grande variação na dependência para-

métrica da equação do calor bidimensional, visto que valores mais baixos dos parâmetros

de condutividade térmica e densidade produzem uma variação muito mais expressiva na

distribuição de temperatura na faixa de domínio em função do tempo.

O método numérico apresentou resultados satisfatórios para a análise da dependência

paramétrica da equação do calor bidimensional, possibilitando avaliar as condições em

que a transferência de calor é favorecida ou di�cultada.
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Capítulo 5

Conclusões

O presente estudo contemplou o emprego do método da diferença �nita explícita para

a avaliação da dependência paramétrica da equação da difusão unidimensional na variável

espacial em dois cenários de dispersão de soluto do tipo pulso, sendo estes espacialmente

dependente e temporalmente dependente, e da equação do calor bidimensional nas condi-

ções isotrópica e não isotrópica, com e sem a presença de fonte de calor.

Para o cenário de dispersão de soluto espacialmente dependente em meio não homo-

gêneo com �uxo instável, foi realizada uma expansão do estudo desenvolvido por Santana

(2017), sendo veri�cado que quando a fonte está ativada, maiores valores de velocidade

do �uxo e coe�ciente de dispersão na origem implicaram em maiores valores de C/C0,

e que a in�uência do parâmetro de heterogeneidade do meio depende da distância em

relação à fonte, visto que os valores de C/C0 são mais elevados para menores valores de

heterogeneidade do meio nas proximidades da fonte e para maiores valores do parâmetro

após uma determinada distância. Com a fonte desativada, por sua vez, as in�uências dos

parâmetros de heterogeneidade do meio, de velocidade inicial do �uxo e do coe�ciente de

dispersão são muito semelhantes, sendo veri�cado que valores mais elevados dos três pa-

râmetros implicam em concentrações menores nas proximidades da fonte e maiores após

a distância onde há um pico de máxima concentração.

A variação da concentração em função da distância e do tempo observada para o cená-

rio de dispersão temporalmente dependente em meio homogêneo com �uxo uniforme foi

semelhante à observada para o cenário de dispersão espacialmente dependente em meio

não homogêneo com �uxo instável, ou seja, maiores valores de velocidade do �uxo uni-

forme e do coe�ciente de dispersão inicial implicaram em maiores valores de C/C0 com a
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fonte ativada e menores valores de C/C0 apenas nas proximidades da fonte após a desa-

tivação da mesma, sendo observado o inverso após uma determinada distância onde há o

pico de máxima concentração. No entanto, observou-se que valores mais elevados de ve-

locidade do �uxo uniforme no cenário de dispersão espacialmente dependente implicaram

em níveis de concentração muito maiores em relação ao observado para o cenário de dis-

persão temporalmente dependente. Considerando que o tempo estimado para remediação

do meio deste cenário foi praticamente o dobro do veri�cado para o cenário de dispersão

espacialmente dependente em meio heterogêneo com �uxo instável, �caram evidenciadas

as condições que favorecem e di�cultam a dispersão.

O método da diferença �nita explícita também se mostrou satisfatório para análise da

dependência paramétrica da equação do calor bidimensional, sendo veri�cado que menores

valores de condutividade térmica e de densidade implicam em temperaturas mais elevadas

na faixa de domínio, sendo que a in�uência de tais parâmetros vai se tornando mais

expressiva a medida em que o tempo de condução aumenta. Quando não há fonte de

calor, foi observado que a redução da temperatura de um corpo em relação ao tempo

é mais expressiva quando os valores de condutividade térmica são menores, e quando

há fonte de calor, o aquecimento do corpo em relação ao tempo é mais expressivo para

menores valores de densidade.

Levando-se em conta que a equação do calor é um caso especí�co da equação da di-

fusão, este estudo pode ser utilizado como base para o desenvolvimento de modelos bi e

tridimensional da equação da difusão completa, que possa vir a ser empregada no plane-

jamento de fontes de poluição ambiental e no gerenciamento da qualidade dos recursos

ambientais.

Ressalta-se que o presente estudo foi apresentado na Conference on the Numerical

Solution of Di�erential and Di�erential-Algebraic Equations (NUMDIFF-15), ocorrida

em setembro de 2018 no município de Halle-Saale, na Alemanha, sendo contemplada uma

apresentação de 20 minutos e 5 minutos de discussão.
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